
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, a ∈ X, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X.

Îïðåäåëåíèå 1. (ôîðìàëüíîå). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè
åå ïðåäåë â òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ åå ÷àñòíûì çíà÷åíèåì â ýòîé òî÷êå, òî
åñòü lim

x→a
f(x) = f(a).

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ îáû÷íî äîãîâàðèâàþòñÿ ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëàãàòü, ÷òî â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé. Òîãäà, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) =

√
cos(2πx)− 1 ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà

îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ (ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà îïðåäåëåíà òîëüêî â òî÷êàõ n ∈ Z). Â
÷àñòíîñòè, ýòà äîãîâîðåííîñòü íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû îñòàâàëàñü ñïðàâåäëèâîé òåî-
ðåìà î íåïðåðûâíîñòè âñÿêîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ (ìû
áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîì íèæå). Íî ïîäîáíûå ôóíêöèè íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî,
ïîýòîìó âñþäó â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íàõî-
äèìñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà òî÷êà íåïðåðûâíîñòè � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. (Ãåéíå). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, òàêîé, ÷òî lim

n→+∞
xn = a, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê f(a).

Îïðåäåëåíèå 3. (Êîøè). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x èç
ìíîæåñòâà Bδ(a) ∩X áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 1�3 ýêâèâàëåíòíû (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå).

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ñïðàâà (ñëåâà),
åñëè lim

x→a+0
f(x) = f(a) ( lim

x→a−0
f(x) = f(a))

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
íåïðåðûâíà â a è ñïðàâà, è ñëåâà.

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êà a, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x), åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A, åñëè îíà íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå a ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], åñëè îíà íåïðåðûâíà
â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b) è, êðîìå òîãî, íåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà è â òî÷êå
b ñëåâà.
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Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà.

1) Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè f(x), åñëè lim
x→a

f(x) ñóùå-

ñòâóåò è êîíå÷åí, íî lim
x→a

f(x) 6= f(a).

Íàïðèìåð, f(x) =

{
1, x = 0,

0, x 6= 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî

ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).

2) Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëè îäíîñòîðîí-
íèå ïðåäåëû lim

x→a+0
f(x) è lim

x→a−0
f(x) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû, íî lim

x→a+0
f(x) 6= lim

x→a−0
f(x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0

èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

3) Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëè õîòÿ áû îäèí
èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ lim

x→a+0
f(x) è lim

x→a−0
f(x) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) =

{
1/x, x 6= 0,

0, x = 0
èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà,

òàê êàê f(0 + 0) = +∞, f(0− 0) = −∞.

Ôóíêöèÿ f(x) =


x · sin (1/x) , x > 0,

0, x = 0,

sin (1/x) , x < 0

èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà,

ïîñêîëüêó lim
x→0−0

f(x) íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðå-

äåëà ïî Ãåéíå, ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ:

{x′n} =

{
− 1

πn

}
è {x′′n} =

{
− 1

π/2 + 2πn

}
, n ∈ N. Òîãäà lim

n→+∞
x′n = 0, lim

n→+∞
x′′n = 0,

íî lim
n→+∞

f(x′n) = sin(πn) = 0, lim
n→+∞

f(x′′n) = sin(π/2 + 2πn) = 1. Çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò

lim
x→0−0

f(x).

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè). Ïóñòü ôóíêöèè
f(x), g(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X è íåïðåðûâíû â òî÷êå a ∈ X. Òîãäà ôóíêöèè

f(x)±g(x), f(x)·g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå a è, åñëè g(a) 6= 0, òî ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
íåïðåðûâíà

â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê lim
x→a

f(x) = f(a), lim
x→a

g(x) = g(a), òî lim
x→a

(f(x)±g(x)) = f(a)±g(a),

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = f(a) · g(a) è, â ñëó÷àå g(a) 6= 0, lim
x→a

f(x)

g(x)
=
f(a)

g(a)
. Äàëåå îñòàåòñÿ âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ x = ϕ(t) çàäàíà íà ìíîæåñòâå T ; X � ìíîæåñòâî
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åå çíà÷åíèé. Åñëè íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), òî ãîâîðÿò, ÷òî íà T
îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(t)).

Òåîðåìà 2 (íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ x = ϕ(t) íåïðåðûâíà â òî÷-
êå a, à ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå b = ϕ(a), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(t))
òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà T , òàêàÿ, ÷òî
lim

n→+∞
tn = a. Òàê êàê ôóíêöèÿ x = ϕ(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî xn = ϕ(tn) → ϕ(a) = b

ïðè n → +∞. Íî ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå b = ϕ(a), ñëåäîâàòåëüíî,
lim

n→+∞
f(xn) = f(b). Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} àðãóìåíòîâ, äëÿ

êîòîðîé lim
n→+∞

tn = a, âûïîëíåíî: lim
n→+∞

f(ϕ(tn)) = f(ϕ(a)). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ y = f(ϕ(t))

íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ y = f(x) îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó) íà ìíîæåñòâå A, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M ∈ R (m ∈ R) òàêàÿ, ÷òî f(x) 6 M (f(x) > m) ïðè âñåõ
x ∈ A. ×èñëà M è m íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå A.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå A è ñâåðõó, è ñíèçó, òî îíà íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå A.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íûé ïðåäåë lim

x→a
f(x) = b. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå

Bδ(a) ∩X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ

x ∈
◦
Bδ(a) ∩X âûïîëíåíî: |f(x)− b| < 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî b− 1 < f(x) < b+ 1.

Åñëè òî÷êà a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x èç Bδ(a) ∩X
èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî m 6 f(x) 6M , ãäå m = b− 1, M = b+1. Åñëè æå òî÷êà
a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, òî ïðè âñåõ x èç Bδ(a) ∩X áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî
m1 6 f(x) 6 M1, ãäå m1 = min{f(a), b − 1}, M1 = max{f(a), b + 1}. È â òîì, è â äðóãîì
ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå Bδ(a) ∩X.

Ñëåäñòâèå (ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ
y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå Bδ(a)∩X
äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Òåîðåìà 4 (óñòîé÷èâîñòü çíàêà ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â òî÷êå). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Åñëè f(a) > 0 (f(a) < 0), òî
íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) > 0 (f(x) < 0) äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a) ∩X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Bδ(a)∩X âûïîëíåíî: |f(x)−f(a)| < ε, ÷òî ðàâíîñèëüíî
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f(a)− ε < f(x) < f(a) + ε. Ïîëîæèì ε =
|f(a)|
2

> 0. Òîãäà

f(a)−|f(a)|
2

< f(x) < f(a)+
|f(a)|
2
⇔


0 <

f(a)

2
< f(x) <

3f(a)

2
, f(a) > 0,

3f(a)

2
< f(x) <

f(a)

2
< 0, f(a) < 0

∀x ∈ Bδ(a)∩X.

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C[a, b] êëàññ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ñåãìåíòå [a, b] è èçó÷èì íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé èç ýòîãî êëàññà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è f(a) · f(b) < 0. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî f(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(a) < 0, f(b) > 0. Ïóñòü
A = {x ∈ [a, b] | f(x) < 0}. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ïóñòî (òàê êàê a ∈ A) è îãðàíè÷åíî
ñâåðõó (íàïðèìåð, ÷èñëîì b). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò supA = c. Ïîêàæåì, ÷òî f(c) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(c) > 0. Òîãäà c 6= a è (ïî òåîðåìå î ñîõðàíåíèè çíàêà) íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî f(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (c− δ, c]. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà c íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò, íàøå ïðåäïî-
ëîæåíèå íåâåðíî è f(c) 6 0. Åñëè f(c) < 0, òî c 6= b è íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) < 0
ïðè âñåõ x ∈ [c, c + δ). Íî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî c íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
A. Ïîëó÷àåì, ÷òî f(c) = 0.

Ñëåäñòâèå (î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå çíà-
÷åíèÿ). Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà γ, ëåæàùåãî
ìåæäó çíà÷åíèÿìè f(a) è f(b), íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c èç ñåãìåíòà [a, b], ÷òî f(c) = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì f(a) = α, f(b) = β. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî α 6 β è γ ∈ [α, β]. Åñëè α = β, òî γ = α = β è óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè
γ = α èëè γ = β � òîæå. Ïóñòü α < γ < β. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = f(x) − γ.
Îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
c ∈ [a, b], ÷òî g(c) = 0, òî åñòü f(c) = γ.

Òåîðåìà 6 (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåí-
òå [a, b]. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) íå îãðàíè÷åíà íà [a, b] ñâåðõó. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà xn èç ñåãìåíòà [a, b], ÷òî f(xn) > n. Ðàññìîòðèì
÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Îíà îãðàíè÷åíà (ïîñêîëüêó a 6 xn 6 b ïðè âñåõ
n ∈ N), çíà÷èò, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkn}. Îáî-
çíà÷èì ξ = lim

n→+∞
xkn . Òàê êàê xkn ∈ [a, b] ∀n ∈ N, òî ξ ∈ [a, b]. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà
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íà ñåãìåíòå [a, b], ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðåðûâíà è â òî÷êå ξ. Çíà÷èò, lim
n→+∞

f(xkn) = f(ξ)

(îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå). Íî ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
èìååì: f(xkn) > kn äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî åñòü f(xkn)→ +∞. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Îãðàíè÷åííîñòü
ñíèçó ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå èíòåðâàëà èëè ïîëóèíòåðâàëà óòâåðæäåíèå òåîðåìû, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = lnx íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, 1) è íà
ïîëóèíòåðâàëå (0, 1], íî íå îãðàíè÷åíà íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ.

Îïðåäåëåíèå 10. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî M (m) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé)

ãðàíüþ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå A, åñëè âûïîëíåíû 2 óñëîâèÿ:
1) f(x) 6M (f(x) > m) ïðè âñåõ x ∈ A;
2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ ∈ A, ÷òî f(x′) > M − ε (f(x′) < m+ ε).

Îáîçíà÷åíèÿ: M = sup
x∈A

f(x), m = inf
x∈A

f(x).

Òåîðåìà 7 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåí-
òå [a, b]. Òîãäà îíà äîñòèãàåò íà ýòîì ñåãìåíòå ñâîèõ òî÷íîé âåðõíåé è òî÷íîé íèæíåé
ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî, ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà, îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ÷èñëà M = sup

a6x6b
f(x)

è m = inf
a6x6b

f(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) < M ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Ââåäåì ôóíêöèþ

g(x) =
1

M − f(x)
. Ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] (êàê ÷àñòíîå äâóõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â 0), ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà íà

íåì. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ÷èñëî A > 0 òàêîå, ÷òî
1

M − f(x)
6 A ïðè âñåõ x ∈ [a, b], ÷òî

ðàâíîñèëüíî M − f(x) > 1

A
èëè f(x) 6M − 1

A
∀x ∈ [a, b]. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà-

÷àåò, ÷òî ÷èñëî M íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ôóíêöèè f(x) íà ñåãìåíòå [a, b].
Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ñóùåñòâóåò
òî÷êà x0 ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî f(x0) = M . Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ
òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.

Ìîíîòîííûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) íà
ìíîæåñòâå A, åñëè ïðè âñåõ x1, x2 ∈ A, òàêèõ, ÷òî x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(x1) 6 f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæåñòâå A, åñëè
ïðè âñåõ x1, x2 ∈ A, òàêèõ, ÷òî x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2)).

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé èëè íåâîçðàñòàþùåé, òî îíà íàçûâàåò-
ñÿ ìîíîòîííîé. Åñëè îíà ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþùåé, òî îíà
íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå X è èìååò ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé Y . Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y èç ìíîæåñòâà Y ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò x ∈ X (òî åñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåò-
ñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì), òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå Y çàäàíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

x = f−1(y), êîòîðàÿ êàæäîìó y ∈ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî
f(x) = y.

Ïðèìåð 1. 1) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2, x ∈ [0, 2]. Òîãäà y = f(x) ∈ [0, 4],
x = f−1(y) =

√
y.

2) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x) =

{
x, x− ðàöèîíàëüíîå,

1− x, x− èððàöèîíàëüíîå;
, X = [0, 1].

Òîãäà Y = [0, 1], x = f−1(y) =

{
y, y − ðàöèîíàëüíîå,

1− y, y − èððàöèîíàëüíîå.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå [a, b], c ∈ [a, b]. Ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F+
c = {f(x) | c < x 6 b} (c 6= b); F−c = {f(x) | a 6 x < c} (c 6= a).

Òåîðåìà 8 (î òî÷êàõ ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íå óáû-
âàåò (íå âîçðàñòàåò) íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà
1) îíà ìîæåò èìåòü íà [a, b] òîëüêî ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé òî÷êè
c ∈ [a, b] èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

f(c+ 0) = inf F+
c = l1 (c 6= b); f(c− 0) = supF−c = l2 (c 6= a); l2 6 f(c) 6 l1

(f(c+ 0) = supF+
c = l1 (c 6= b); f(c− 0) = inf F−c = l2 (c 6= a); l1 6 f(c) 6 l2).

2) Ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) íà [a, b] íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) íå óáûâàåò (ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ íå âîçðàñòàåò, ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

1) Îáîçíà÷èì l1 = inf F+
c , c ∈ [a, b). Çàìåòèì, ÷òî inf F+

c ñóùåñòâóåò, òàê êàê F+
c 6= ∅

(f(b) ∈ F+
c ) è F

+
c îãðàíè÷åíî ñíèçó (íàïðèìåð, ÷èñëîì f(c)).

Òîãäà: 1. f(x) > l1 ∀x > c; 2. ∀ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ > c, ÷òî f(x′) < l1 + ε.
Òàê êàê f(x) íå óáûâàåò, òî èç 1., 2. ñëåäóåò, ÷òî l1 6 f(x) < l1 + ε ïðè âñåõ x ∈ (c, x′].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî l1 = lim

x→c+0
f(x). Ïîñêîëüêó ÷èñëî f(c) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íèæíèõ ãðàíåé

ìíîæåñòâà F+
c , òî f(c) 6 l1 = inf F+

c .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f(c− 0) = l2, f(c) > l2, ãäå l2 = supF−c .

2) Ïóñòü c � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f(x). Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó â ïóíê-
òå 1, f(c − 0) < f(c + 0). Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî rc, ÷òî
f(c − 0) < rc < f(c + 0). Ïóñòü c1, c2 � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ðàçðûâà f(x), c1 < c2.
Òîãäà f(c1 + 0) 6 f(c2 − 0) (äåéñòâèòåëüíî, f(c1 + 0) = inf F+

c = inf{f(x) | c1 < x < c2};
f(c2 − 0) = supF−c = sup{f(x) | c1 < x < c2}). Çíà÷èò, rc1 < rc2 , òî åñòü ðàçíûì òî÷êàì
ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
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Ìû ïîêàçàëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) íà ñåãìåíòå
[a, b] ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì.

Òåîðåìà 9 (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà l, ëåæàùåãî ìåæäó f(a) è f(b), íàéäåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî f(c) = l (äðóãèìè ñëîâàìè, ìîíîòîííàÿ íà ñåãìåíòå ôóíêöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ýòîì ñåãìåíòå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíèìàåò âñå
ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè â êîíöàõ ýòîãî ñåãìåíòà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò
íà [a, b].

Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç
ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ â òî÷êå c ∈ [a, b]. Òîãäà
l2 = f(c − 0) < f(c + 0) = l1 è l2 6 f(c) 6 l1 (åñëè c = a, òî l2 = f(a); åñëè c = b, òî
l1 = f(b)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî l ∈ (l2, l1) è l 6= f(c). Òîãäà ïðè âñåõ x < c èìååì:
f(x) 6 l2 < l (òàê êàê l2 = supF−c ) è ïðè âñåõ x > c èìååì: f(x) > l1 > l (òàê êàê
l1 = inf F+

c ). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå l èç ñåãìåíòà
[f(a), f(b)], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
f(x) èìååò ðàçðûâ â òî÷êå c, íåâåðíî. Ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà âñþäó íà
ñåãìåíòå [a, b].

Òåîðåìà 10 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è
íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ x = g(y), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
íà ñåãìåíòå [f(a), f(b)] ([f(b), f(a)]), âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è íåïðåðûâíà íà íåì, ïðè÷åì
g(f(x)) = x äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], òî åñòü g = f−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî f(x) âîçðàñòàåò íà [a, b].

1) Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé
ôóíêöèè, äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ y ∈ [f(a), f(b)] íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî f(x) = y.
Ïðè ýòîì, åñëè x1 6= x2, òî è f(x1) 6= f(x2) (ïîñêîëüêó f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà). Çíà÷èò,
äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ [f(a), f(b)] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x ∈ [a, b] òàêîå, ÷òî
f(x) = y. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñåãìåíòå [f(a), f(b)] îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = g(y).

2) Ïóñòü y1, y2 ∈ [f(a), f(b)], y1 < y2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x1 = g(y1) > g(y2) = x2,
òî ïîëó÷èì, ÷òî f(x1) > f(x2) (òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
y1 > y2, ÷òî íåâåðíî. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èç íåðàâåíñòâà y1 < y2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
g(y1) < g(y2), òî åñòü ôóíêöèÿ x = g(y) òàêæå âîçðàñòàåò.

3) Çàìåòèì, ÷òî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ x = g(y) ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ñåãìåíòà
[a, b] (òàê êàê ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà âñþäó íà ýòîì ñåãìåíòå). Îòñþäà ñëåäóåò,
â ñèëó êðèòåðèÿ íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ÷òî ôóíêöèÿ x = g(y) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòå [f(a), f(b)].
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